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Kapitel 1

Einfiihrung

Akkretionsscheiben sind mehr oder minder flache astrophysikalische Gebilde aus Materie, die
um einen Zentralkorper rotieren. Sie entstehen auf unterschiedlichsten Skalen in verschieden-
sten Umgebungen. Da Materie im Allgemeinen Drehimpuls besitzt, ordnet sich diese unter
gravitativem Einflul auf Keplerbahnen (Ellipsen) um das Zentralobjekt. Durch Wechselwir-
kung der auf unterschiedlichen Bahnen um das Zentrum rotierenden Teilchen untereinander
stellt sich bald eine gemeinsame Kreisbewegung ein. Entsprechend der Keplerschen Gesetze
ist die Rotation differentiell und die Winkelgeschwindigkeit nimmt nach aufien ab'. Benach-
barte Kreisringe bewegen sich daher mit unterschiedlicher Geschwindigkeit und iibertragen
aufgrund von Reibung gegenseitig Drehmoment. Dieser Mechanismus bewirkt, dass Drehim-
puls nach auflen iibertragen wird und somit Materie erst nach innen stromen kann. Letztlich
wandeln so Akkretionsscheiben potentielle Energie in kinetische und thermische Energie um.
Die Hilfte dieser freigesetzten Gravitationsenergie geht in die kinetische Energie des akkre-
tierten Materials, der iibrige Teil wird in der Scheibe dissipiert. Bei stationiren Scheiben
gleicht die Heizung durch viskose Reibung exakt die Kiithlung durch Strahlung aus. Diese
Energieumwandlung ist dabei sehr effektiv. Als Abschéitzung des Wirkungsgrads vergleiche
man die abgestrahlte Energie akkretierter Materie m mit ihrer Ruheenergie. Der letzte stabi-
le Orbit um ein (nichtrotierendes) Schwarzes Loch liegt bei 3 Schwarzschildradien. So ergibt

sich:
l GMm

~ 92 3,

Kernfusion von Wasserstoff zu Helium hat im Vergleich lediglich einen Wirkungsgrad von

/(mc?) = 0.083 . (1.1)

na

e~ 0.007 . (1.2)

Wie man sieht, kann die Akkretion ungeheuer effektiv Energie bereitstellen, so dass sie auch
als Motor fiir die enorme Leuchtkraft von AGNs und Quasaren vermutet wird. Die Effizienz
hingt jedoch stark von der Kompaktheit des Zentralkorpers ab. Akkretion an einen Stern
wie die Sonne ist dabei einige tausend Male weniger effektiv als das nukleare Brennen. Im
Groflen und Ganzen sind die physikalischen Grundlagen zur Beschreibung von Akkretions-
scheiben seit dem 18. Jhdt. bekannt. Erst in den 50ern erkannte man die Problematik einer
molekularen Beschreibung der Viskositit, die auf Zeitskalen fiihrte, welche die Bildung von

Tn dieser Arbeit werden Scheiben behandelt, die in gewissen Bereichen nicht keplersch rotieren. Doch ist
das Argument differentieller Rotation im Allgemeinen weiterhin giiltig.



Akkretionsscheiben iiberhaupt nicht ermdglichten. Erst von Shakura and Sunyaev [1973] wur-
de eine Beschreibung auf der Grundlage turbulenter Viskositét vorgeschlagen, die sich fiir eine
bestimmte Gruppe von Akkretionsscheiben als sehr erfolgreich erwiesen hat. Sowohl mittels
Beobachtung, als auch durch theoretische Modelle am besten verstanden, sind Scheiben in
Doppelsternsystemen. Wihrend ein Partner die Entwicklung zum Weiflen Zwerg (hier spricht
man von Kataklysmischen Verdnderlichen) oder Neutronenstern bereits durchlaufen hat und
nunmehr als Zentralobjekt der Akkretionsscheibe dient, liefert sein Begleiter Material, wenn
er sein Roche-Volumen iiberschreitet. Akkretionsscheiben spielen auch eine entscheidende
Rolle in der Entwicklung protostellarer Objekte und der Entstehung von Sternsystemen nach
Kollaps einer Materiewolke. Akkretionsscheiben viel gréfieren Ausmafles um supermassereiche
Schwarze Locher mit bis zu 101 M, (Sonnenmassen) werden in den Zentren von Aktiven Ga-
laktischen Kernen (AGN) vermutet. Zu den AGN werden alle Objekte gezéhlt, die sich durch
eine enorme Leuchtkraft der Kernregionen der zugehorigen Galaxien auszeichnen. Zu ihnen
zihlen beispielsweise Seyfert-Galaxien und Quasare. Wie oben gezeigt, konnte die Akkretion
von Materie an supermassereiche Schwarze Locher diese Leuchtkraft auf relativ kleinem Vo-
lumen erkldren. Bei den “Standardscheiben” wird tiblicherweise die Scheibenmasse gegeniiber
der des Zentralobjekts vernachlissigt. Doch schon in der Frithphase der Sternbildung ist die
Scheibenmasse der Masse des Zentralobjekts vergleichbar. Und in AGN werden ausgespro-
chen massereiche Scheiben beobachtet, welche auch benétigt werden, um die hohen Massen
der zentralen Schwarzen Loécher in AGN zu erklidren, falls sie nicht primordial vorhanden
gewesen sein sollten. Auch dieses rasche Anwachsen zu heute beobachteten Massen kénnte
durch Zustrom aus einer massereichen Akkretionsscheibe erfolgen (Duschl [2001]).



Kapitel 2

Grundgleichungen

Im Folgenden werden die Gleichungen und Funktionen vorgestellt, durch die eine stationére,
selbstgravitierende und diinne Scheibe beschrieben werden kann !. So werden auch Moglichkeiten
und Grenzen der Scheibenphysik aufgezeigt, die in dieser Arbeit Verwendung findet.

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung einer Akkretionsscheibe um ein Zentralobjekt

2.1 Erhaltungssitze

2.1.1 Kontinuitidtsgleichung

Die Massenerhaltung beschreibt die zeitliche Anderung der Masse in einem Volumen durch
Zu- bzw. Abfluss von Materie durch die Oberfliche dieses Volumens. Unter der Annahme,
dass in vertikaler Richtung hydrostatisches Gleichgewicht herrscht (siehe 2.1.3), verschwin-
det die z-Komponente der Geschwindigkeit. Aufgrund der Rotationssymmetrie der Scheibe
kann diese sogar eindimensional behandelt werden. Betrachtet wird der Massenfluss durch ein
Ringelement der Scheibe. Die Masse eines Ringes ist:

m(s) =2As-2ms -3 . (2.1)

'Die Erhaltungssiitze und Zeitskalen folgen im wesentlichen den Ausfiihrungen in Frank et al. [1992].



Bilden der Ableitung und Reihenentwicklung nach Taylor fithrt auf:

0
= —(2As27sY
8t( $2msYD)

= —Usyas - 27m(s + AS)Estas
+ vs_ns - 2m(s — AS)Ys_As

m(s)

= —2m(s + As) (USE + As@)
s

+27(s — As) (Usz + m@)

s
O(vsX O0(svsX
= —4rAs(vsX + s (v5%) _ —47As (50,%)
0s 0Os
Man erhélt schliefllich die Kontinuititsgleichung:
by by
drAs ) = —471'A578(svs )
0s
0¥ 0(svgX)
i -0
ot T s

(2.2)

(2.3)

Im stationéren Fall verschwindet die Zeitableitung. Integrieren der Gleichung fithrt auf sv,X =
const, wobei sich die Integrationskonstante mit einer Akkretionsrate M identifizieren lisst,
also der gesamten Masse, die pro Zeiteinheit mit der Radialgeschwindigkeit vs durch die

Scheibe transportiert wird.
M = —27svgdl

(2.4)

Das negative Vorzeichen rithrt daher, dass Masse nach innen strémt, wihrend s nach auflen
hin wéchst. Das hingt von der Wahl des Koordinatensystems ab. In mancher Literatur ist M

positiv gewdhlt, da der Massenfluss positiv zur Zentralmasse beitrigt

2.1.2 Drehimpulserhaltung

Abbildung 2.2: Viskoser Drehimpulstransport in Scherstrémung

R— X

R+ X

Aufler Masse wird auch Drehimpuls transportiert. Betrachtet werden dazu zwei benach-
barte Ringe A und B. Durch die unterschiedlichen Umlaufgeschwindigkeiten reiben die Ringe



aneinander und iiben Drehmoment aus. Diese Reibung wird durch die Viskositit beschrieben,
deren genaue Form leider unbekannt ist. Man behilft sich mit verschiedenen Parametrisierun-
gen (siehe 2.3). Sei A die mittlere freie Weglinge, die Material aus einem Ring in den néchsten
vordringen kann, und v die Geschwindigkeit. Die mittleren Impulse pro Umfang zwischen den
Ringen sind:

A—=B: X05/2055 22
B—A: 2175_)\/2’045’5_1_/\/2 (25)

Somit ergibt sich nach Taylorreihenentwicklung ein Nettodrehimpuls von

o-sesfc3) (-3~

= —27s% O\ s (2.6)

v

des inneren Rings auf den dufieren, mit der Viskositit? v und vy = 0s(sw) = w+sw'. Nimmt w
nach auflen hin ab, wie das bei Keplerrotation der Fall ist, ist G(s) positv, d.h. der innere Ring
gibt Drehimpuls an den dufleren ab und die Materie bewegt sich nach innen. Der Drehimpuls
ist:

L(s) =r x mvg = s - 2As21s% - sw (L Lvy) . (2.7)

Es wird wieder die Zeitableitung gebildet und entwickelt:

%(471’5A3252w) = —0s+As2T (s + As)Xs i as(s + As)2w5+AsAs

0G(s)
0s

As . (2.8)

+ 05527 (5 — A8)De_ns(s — As)iws_ps + 2
0G(s)

0 9
= —2A3%(27r1)5323 w) + 2 ;
Man erhalt: 5 5 1 8G(s)
g 2 v 2,y _ & S
8t( Ys‘w) + s (vs8Xs5°w) 5 "B

Die Drehimpulserhaltung lautet im stationdren Fall also:

(2.9)

0 1 0G(s)
— (sSw.8%w) = —
83(8 Vs$"w) 2w 0s

(2.10)

Integration von (2.10) und Einsetzen von (2.6) ergibt:
C

Y52 = — 4+ —

$2Vs8 W o + o

C
—VEUJ, = —EUSUJ + m (2].].)

Die Integrationskonstante resultiert aus der Randbedingung, dass der innere Rand der Scheibe
an die Oberfliche des akkretierenden Objektes stoft, und daher die Rotationsgeschwindigkeit

*Die in dieser Arbeit stets verwendete kinematische Viskositit v = 7/p ist nicht mit der dynamischen
Viskositat n zu verwechseln.



gleich der Keplerschen® an der Oberfliche ist, sowie dass die Ableitung von w verschwin-
det. Besteht das Zentralobjekt aus einem supermassiven Schwarzen Loch, treten nicht zu
vernachlissigende relativistische Effekte auf. Eine gute Approximation, die gliicklicherweise
4-dimensionales Rechnen erspart, ist die Pseudo-Newton-Niherung?

G M,
=4 2.12
wPN s$3(1 —rs/s)? (2.12)
mit dem Schwarzschildradius rs. Hierbei wird als Scheibenrand der letzte stabile Orbit ange-
setzt, der bei s, = 3 Schwarzschildradien liegt. Folgende Randbedingungen:

1 GM,
(a) We = 3
1 —rs/s. s3
(b)  Ww.=0 (2.13)
liefern C' unter Verwendung von (2.4)
C = 2153 Tw,w, = —Mstw, (2.14)
Einsetzen in (2.11) fiihrt auf:
Ms?
-3 = —Yow — mw*
s — Mw M1 G M,
2rs 2wl —rg/s.\ 83

Uy - Muw 1 i 1 GM,
2 sw' ws? 1 —rs/s. s3
M L 1—

o o M [ fselorfs ) (2.15)
2wsw! s 1—rg/s,

=

Fiir das w in der Klammer kann (2.12) eingesetzt werden, da die Scheibe so nah am Zen-
tralkorper nicht selbstgravitierend ist und die Randbedingung f oc 1/s schnell genug abfllt.

2.1.3 Hydrostatisches Gleichgewicht und Zustandsgleichung

Betrachtet man ein beliebiges Volumenelement mit Abstand z zur Zentralebene der Scheibe
und Abstand s zum Zentralkorper (Stern, Schwarzes Loch,...), so existiert ein Gleichge-
wicht zwischen den anziehenden Gravitationskréiften beider Objekte und entgegenwirkenden
Druckkriften. Die Hydrostatische Gleichung, zunéchst in vertikaler (z-) Richtung, lautet also

dP

o P9 P(geentral,> + Gdisk,z) (2.16)

3bzw. einer Pseuso-Keplerschen Geschwindigkeit dicht um Schwarze Locher
“siehe Abschnitt 2.2



Der erste Summand ist die z-Komponente der Gravitationskraft des Zentralkorpers

GM,z
Jeentral,z = — <m> (2.17)

Die Flidchendichte ist die vertikal integrierte Dichte:

%, = /pdz (2.18)

Andert sich ¥, iiber den Radius nur langsam, kann die z-Komponente der Schwerebeschleu-
nigung der Scheibe ndherungsweise durch die einer unendlich ausgedehnten Ebene bestimmt
werden. Dazu wird die Poissongleichung in z-Richtung geldst:

d*®
A® =4nGp — — =4nGp
dz?

dd
G=-V® g —-—
dz
d
—9g.(2) = dd(z) = /47rpdz =21G¥, . (2.19)
z
Es ist also
disk,; = —21GL, . (2.20)
(siehe auch Paczynski [1978]). Zusammen ergibt sich:
dP GM=z
— =—p| ———— + 27GX¥ 2.21
7 = (o 250 220
dy,
=2p . 2.22
o =2 (2.22)

Um etwas mehr iiber die Struktur der Akkretionsscheibe zu erfahren, setzt man im Rahmen
der 1-Zonen-Nédherung fiir die Ableitung

dP P(h) P(0) P,
—_— = —— 2.23
dz h—0 h (2.23)
ohne die Pseudo-Newton-N&herung, die nur in unmittelbarer Umgebung eines Schwarzen

Lochs eine Rolle spielt. Mit P. = p.c? (Strahlungsdruck vernachlissigt), der Schallgeschwin-
digkeit ¢s und 3, ~ p.h findet man:

(3
(;
(;

GM,h
= —— T 2nGpch = (w? + 27Gpe)h

2
=
h
2

+27Gpc (2.24)

- (2)
) (2 smon(2)
() ()

NP

|$

<

¢



Das bedeutet, dass in einer diinnen Scheibe die keplersche Umlaufgeschwindigkeit weit iiber
der Schallgeschwindigkeit liegt. Umgekehrt ist zu beachten, dass die Ndherung einer diinnen
Scheibe zusammenbricht, sollte das Material in bestimmten Regionen nahe oder unter der
Schallgeschwindigkeit um das Zentralobjekt rotieren. Die Scheibenmasse miisste die Masse des
Zentralkorpers bei weitem dominieren, um diese Nidherung zu kippen. Daher wird zunéchst
weiter so verfahren, das Scheibenmodell ist jedoch spiter auf Inkonsistenzen zu priifen. (2.25)
fiihrt auf ein Kriterium, wann die Scheibenmasse vergleichbare Wirkung entfaltet, wie die
Zentralmasse M, = (4/3)7sp.

2nGpe

GM,s 3 —
Pe
p

> (2.26)

[SCR N =

Die radiale Struktur bestimmt sich aus der radialen Euler-Gleichung

dvs, V5 10P
2L = . 2.2
Y5 D s + p 0s 9=0 (2:27)

Bei Vergleich des Druckgradienten mit der Gravitationsbeschleunigung, die hier der Einfach-
heit halber keplersch angenommen sei:

10P 1pc 2
b | st _ 6 6 W (2.28)
g GM,  w?s? U; sz 7 '

ist dieser fiir diinne Scheiben (h < s) verschwindend. Zur Einordnung des vg(0vs/0s) Terms
in (2.27) dienen Gleichungen (2.4) und (2.15).

dv¥g v
— x —
3f2msd s

Vg =

(2.29)

Wird die Viskositidt nach dem a-Ansatz parametrisiert, ist der Term vernachlissigbar, nach
dem (-Ansatz jedoch nicht unbedingt!

h
Vo = acgh — Vs X acg— K Cg
s
vg = Pws? — Vg X g > (B~ a) (2.30)

Natiirlich Idsst sich die Turbulenzgeschwindigkeit im -Ansatz durch Parameterwahl beliebig
weit driicken. Fiir 4hnliche Parameter o und f zeigt sich ein wesentlicher Unterschied zwischen
beiden Ansitzen. Der -Ansatz beschreibt einen Mechanismus, nach dem Materie wesentlich
effektiver akkretiert wird.

Der Druck steht in Beziehung zu weiteren Zustandsgréfen, der Dichte p und der Tem-
peratur 7', wodurch der Zustand des Systems thermodynamisch vollstindig beschrieben ist.
Dieser Zusammenhang ist durch die Zustandsgleichung gegeben. Fiir ideale Gase gilt:

_ pkpT,

P,
. Hmu

(2.31)



kg ist die Boltzmann-Konstante und 7, die Temperatur in der Zentralebene der Scheibe.

Gleichung (2.31) wird man anwenden diirfen, sofern die Wechselwirkung benachbarter Teil-

chen hinreichend klein ist gegeniiber ihrer thermischen (kinetischen) Energie. In sehr heiflen

Gebieten muss neben dem Gasdruck P, auch der Strahlungsdruck P, beriicksichtigt werden.
_ 40T}

P = 2.32
" (2.32)

o ist die Stefan-Boltzmann-Konstante. Inwieweit der Strahlungsdruck gegeniiber dem Gas-
druck eine Rolle spielt, muss je nach Fall abgeschitzt werden. Der Gesamtdruck ist also:

phﬂg+4dm

P=PF,+PF = 2.
e + e e (2.33)
2.1.4 Energieerhaltung
Die allgemeine Energiebilanzgleichung lautet
9 ) I e en -
5% pl€kin + €in)| + V [ (p€in + pekin + P)T| = fo' = VF - Vq (2.34)

mit der kinetischen und der inneren Energiedichte ey, €, der Kraftdichte f inklusive Gravi-
tation und Restkriften (z.B. Viskositit). ¢ ist die Warmeleitung, die bei hinreichend kleinen
Temperaturgradienten aufler Acht gelassen werden kann. F= ﬁrad —i—ﬁconv gibt den Transport
durch Strahlung und Konvektion an. Die kinetische Energie ist, sofern die Driftgeschwindig-
keit klein ist, im Wesentlichen durch die Azimuthalgeschwindigkeit bestimmt

2 v
T v 2.35
€kin 2 9 ( )

Die innere Energie ist fiir ein 1-atomiges ideales Gas

_3RT 3P 3,

Cs

=2 = b 2.36

‘in =39 pmag 2p 2 ( )
Wie aus dem vorherigen Abschnitt ersichtlich, ist vy > ¢ und die innere Energie zusammen
mit dem Druck gegeniiber der kinetischen Energie vernachlissigbar.

—U‘?’ 1 vg\2
€kin 2 103
= =—(—=] >1 2.37
eéin + P/p %c§+cg 5(cs> ( )

Im stationédren Fall % =0 gilt

2

%V@m+%vw=ﬁ>vﬁ (2.38)

Beide Summanden der linken Seite sind Null, da nach der Kontinuititsgln. V(pv) = 0 und
@ 1 Vo?. So erhilt man
T=VF . (2.39)

10



Zu beachten ist, dass dies fiir vy > ¢ gilt, also fiir nicht zu hohe Temperaturen, die jedoch
unmittelbar vor dem Schwarzen Loch auftreten kénnen.

Aus der Hydrodynamik weil man, dass kinematische Viskositéit in der Scheibe Dissipa-
tion erzeugt. Die Dissipationsrate pro Flichenelement und Zeiteinheit wird oft auch mit Q*
bezeichnet, da die Scheibe durch die viskose Reibung aufgeheizt wird. Insgesamt wird

h
D(s) = %Vﬁ(sw')2 = /0 Qrdz (2.40)

in der Scheibe produziert. Befindet sich die Scheibe (lokal) im thermodynamischen Gleich-
gewicht, so steht Q1 im Gleichgewicht mit der Abstrahlung dFy.q/dz bzw. @, welche die
Scheibe abkiihlt.

_ dFr d
Qt=Q = y al
z
Frad = / FY (v (2.41)
0

F.q ist das Integral der Strahlungsbeitriige iiber alle Frequenzen v (nicht zu verwechseln
mit der Viskositit v!), wobei F, ; wiederum alle Energiefliisse pro spektraler Bandbreite und
Raumwinkel einsammelt

V= / / v(9, @) cos ¥ sinddidg (2.42)
9=0 J ¢p=0

Der Nettoenergiefluss ist die Differenz aus Emission und Absorption, die durch die Material-
groflen Opazitét x, und Emissivitit €, (beide frequenzabhingig) bestimmt sind.

dl, = eydz — I, pk,dx

% = e, — Lpky (2.43)
Mit der Abkiirzung B, (T) = =% und Einfiihrung der optischen Dicke dr, = pr,dz, erhilt
man
S = (B~ L),
5,1 (2.44)

7, = 1 entspricht einer mittleren freien Weglénge [, = p%u eines Photons in der Scheibe
zwischen Emission und Absorption. Fiir den Strahlungstransport muss man zwei Fille unter-

scheiden, die von der optischen Dicke abhéngen.

T, = /pm,dx - (2.45)
lpn

Ist das Material optisch diinn (7, < 1), ist die charakteristische Linge z, d.h. die Strecke,

iiber die Strahlung transportiert wird, wesentlich kleiner als die mittlere freie Weglénge der

Photonen (z > I,n). Sie wechselwirken also praktisch nicht, bis sie das System verlassen. Ist

das Material jedoch optisch dick (7, > 1), wird Strahlung effektiv nur sehr langsam nach

11



auflen transportiert. Dies ist insbesondere bei Sternen der Fall, bei denen ein im Inneren er-
zeugtes Photon im Schnitt 108 Jahre bis zur Oberfliche benétigt. Dies ist insbesondere darum
wichtig, da das lokal erzeugte Spektrum so nahezu einer Schwarzkoérperstrahlung entspricht.
Dafiir verwendet man die Diffusionsndherung. Der diffusive Fluss ist allgemein:

j=-DVn (2.46)

Die Diffusionskonstante D ist fiir ein Photonengas

1 c
D= —cly, = 247
3 Clph 3PHV ( )
n ist die Konzentrationsdichte, hier also die Strahlungsdichte
4
n=u,=—B, (2.48)
c
Somit erhilt man durch suksessives Einsetzen und 63,, = 83%" vT
=y - C - 47'(' 47{' -
=j=- V|—B, | =- VB
rad = J 3pky ( c V) 3pky,
__(L9B\drg
Ky OT ) 3p
R dr = * 1 9B
Frag = ba=—-=—VT [ ——2d 2.49
rad /0 rad 3p /0 K, OT v ( )
Mit dem Stefan-Boltzmann-Gesetz 7B(T) = oT* folgt
4r o 140T?  160T?VT 4o -
Frag = —oovr--22 = 202 Y2 2O Gpt (2.50)
3p K T 3Kkp 3[6,0
Unter Beriicksichtigung der Scheibenstruktur (g—¢ = 0 aus Symmetrie; |2| < |2L] wegen
h < s) ergibt sich
VT — 8_T2
0z
Fraqa = Fraq?
16071 dT
Fraqa = — — 2.51
rad 3kp dz ( )
oder durch Umstellen der Gleichung der Energietransport (durch Strahlung)
dr 3Kkp
— —F 2.52
dz 16073 ™ (2:52)

Die Opazitit wurde hier implizit iiber alle Frequenzen integriert und die Rosseland-N&herung
fiir eine mittlere Opazitit verwendet. Sie ist definiert durch

1 laB

mR /{l, 8T

(2.53)

12



Verwendet man nun die Gleichungen (2.40) und (2.41) und setzt dT'(z)/dz ~ T'(z)/h, erhélt
man mit X = 2ph:

h
D(s) = /0 Qt =F(h) = F(0) = ——(T"(h) = T*(0)) (2.54)

Liegt die Zentraltemperatur wesentlich hoher als die Oberflichentemperatur, kommt man
schlieBlich zu folgender Energiegleichung in der 1-Zonen-N#herung

— 4_UT4
3r ¢

D(s) (2.55)
Wird die durch Reibung freigesetzte Energie durch Strahlung abtransportiert, ergibt sich aus
(2.40) und (2.55) folgende Energiegleichung:

4o, 4

1
§VE(SUJI)2 =T

51 (2.56)

2.1.5 Konvektion, Advektion

Neben viskoser Heizung und Warmestrahlung kénnen Konvektion und Advektion auftreten.
Konvektion bedeutet Energieaustausch zwischen heiflen und kalten Schichten durch Austausch
makroskopischer Massenelemente (engl. “blobs”, “bubbles”, convective elements), die in in-
stabilen Regionen entstehen. Das sich bewegende Element 16st sich schliefllich im umgebenden
Material auf und gibt Energie ab, bzw, nimmt sie auf. Konvektion wird auch als Ursprung
turbulenter Viskositidt gesehen. Den konvektiven Fluss zu bestimmen ist ein grofles Problem
und wird meist iiber die Mischungswegtheorie von Prandtl angegangen.

In einer Standardscheibe wird die dissipierte Energie effektiv abgestrahlt, die Scheibe ist
daher kiihl und diinn. Es gibt jedoch auch die sogenannten ADAF- Scheiben (advection domi-
nated accretion flow), in denen die thermische Energie nach innen geleitet wird (Advektion)
und der Akkretionsfluss sehr heiss wird. Solche Scheiben sind deshalb auch nicht mehr diinn.
Man nimmt an, dass es bei Scheiben um massereiche Schwarze Licher einen Ubergang gibt
zwischen diinner, kiihler Scheibe auflen und ADAF-Scheibe nahe am Zentralobjekt. Folgen-
de Abschitzung soll zeigen, wann Advektion dominant werden kann. Die Advektionsrate ist
definiert durch o

Qadv = ch
Mit Gln. (2.40) und (2.4) lautet das Verhiltnis aus viskoser Dissipation und advektivem
Abtransport:

(2.57)

Qadv —2msu N2 2vgs

_ 2.58
Qvis  2ms?r3(9/4)w? > vy (2.58)

v

Mit den beiden Parametrisierungen der Viskositit v und vs ~ £ (aus (2.4) in (2.15)) ergibt
sich ) )
<C_> vss1 (ﬁ) <1
Qadv . vy) csha s

Qrts (ﬁ)ZEl - (c_>2 <1
ve) VB \p
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Analog liefert das Verhéltnis mit der Abstrahlung (2.41):

Quav  _  —2ms0,5c237 T o UsSP2h3T (Teg 4 _ ush (T 427& (2.59)
Qrad 2ns?40Td  Toy Ys3cP, T, c s\ T, P, ’
————
<1

Ob die Advektion also in der Beziehung Fyis = Fraq + Fagy vernachlissigbar ist, hingt vom
Verhéltnis von Gas- zu Strahlungsdruck und von der optischen Dicke ab. Natiirlich begiinstigt
eine grofie optische Dicke die Advektion, da die Energie nur langsam nach auflen abgefiihrt
werden kann. Der Strahlungsdruck diirfte jedoch, wenn iiberhaupt, in unmittelbarer Ndhe des
Schwarzschildradius dominant werden.

2.2 Gravitation (Poissongleichung)

Betrachtet wird eine Akkretionsscheibe um ein massereiches Schwarzes Loch. Abgesehen da-
von, dass durch Reibungskréfte Material aus der Scheibe in Richtung Zentralobjekt wandert,
befinden sich in jedem Element der Scheibe Zentrifugal- und Gravitationskraft im Gleichge-
wicht, was zu einer Keplerbahn um den Zentralkdrper fithrt. Die Winkelgeschwindigkeit ist
bekannt:

GM,

g3

WK = (2.60)

Durch die enorme Masse des Schwarzen Lochs treten nahe des Schwarzschildradius relativi-
stische Effekte auf, so dass die keplersche Bewegung nicht mehr gegeben ist. Wenn man nicht
vierdimensional rechnen méchte, ist, wie bereits in Abschnitt (2.1.2) angedeutet, eine Pseudo-
Newton-Nédherung des Gravitationspotentials niitzlich, wie beispielsweise die von Paczynsky
and Wiita [1980]:

G M.,

S§—Tg

d —

(2.61)

mit dem Schwarzschildradius
_ 2G M,

c2

(2.62)

s

Der letzte stabile Orbit liegt bei 3 Schwarzschildradien und definiert die innere Grenze der
Scheibe. Die Winkelgeschwindigkeit bestimmt sich so zu

2
v
_¢ + gs = 0
s
w?=—g/s
GM,
w (2.63)

$3(1 —rs/s)?

Natiirlich erzeugt die Scheibe selbst auch ein Gravitationsfeld. Ist die Akkretionsscheibe mas-
sereich genug, kann ihre Gravitationswirkung die des Zentralkorpers sogar iibertreffen. Solche
Scheiben nennt man selbstgravitierend. Um das genaue Potential der Scheibe zu bestimmen,
muss die Poissongleichung gelost werden, dabei im grofien und ganzen {iber Dichte und Vo-
lumen integriert werden.
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Eine erste, akzeptable Nidherung ist ein Keplerpotential, dass lokal die innerhalb der Bahn
eingeschlossene Masse My in Betracht zieht:

My = /0% /OSE(s)sdsdng (2.64)

Daraus erhilt man insgesamt fiir die Winkelgeschwindigkeit

Dies ist allerdings nur eine erste Niaherung, in welche die hoheren Momente der Materiever-
teilung nicht eingehen. So héngt sie auch von der duBeren Randbedingung der Scheibe ab,
was zu Problemen fiihren kann.

Als Kriterium fiir radiale Selbstgravitation wird die vom Radius eingeschlossene Schei-
benmasse mit der Zentralmasse verglichen (siehe 2.26):

My _ 2
> 2 2.
M 23 (2.66)

Die Akkretionsscheibe wird vertikal oder keplersch selbstgravitierend, sobald der zweite Term
in Gleichung (3.2) gegeniiber dem ersten (wZ hier noch keplersch) dominiert:

47psd ¥%s? _1h

>1 bzw. > —— 2.67

M, = MM, T2 (2.67)

wobei 7¥s? ~ My. Da My(s) monoton wachsend ist, lassen sich drei aufeinanderfolgende
Bereiche definieren:

NSG: nicht selbstgravitierende Scheiben mit Mq(s) < (1/2)(h/s)M, (klassische Shakura-
Sunyaev-Scheiben)

KSG: vertikal selbstgravitierende Scheiben mit (1/2)(h/s)M, < My(s) < M, und kepler-
scher Rotation

FSG: voll selbstgravitierende Scheiben mit My(s) > M,

Dies gilt jedoch nur fiir diinne Scheiben (h/s < 1).

2.3 Viskositat

Wie bereits erwdhnt, gilt die Viskositéit als treibende Kraft fiir den Transport von Drehim-
puls und Masse. Thr Ursprung ist jedoch noch unbekannt. Wie in 2.4.1 geschildert, muss
die Viskositéit turbulent sein, damit Materie effektiv, d.h. in verniinftigen Zeiten akkretiert
werden kann. Zudem weisen Akkretionsscheiben mit molekularer Viskositit hohe Reynolds-
zahlen auf, was auf turbulente Stromungen hinweist. Aufgrund grofler Schwierigkeiten bei
der Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen, werden i.A. empirische Beschreibungen der
Viskositit verwendet. Fiir Standardakkretionsscheiben (protoplanetare oder Doppelsternsy-
steme) wurde bereits Anfang der 70er Jahre von Shakura and Sunyaev [1973] eine Visko-
sitdtsparametrisierung vorgeschlagen, die sich in der Beschreibung nichtselbstgravitierender

15



Scheiben als auflerordentlich erfolgreich erwiesen hat, insbesondere der Spektren, Lichtkur-
ven und Zeitskalen Kataklysmischer Verdnderlicher. Diese a-Viskositit macht keine Aussagen
iiber die Physik von Turbulenzen, schrinkt aber ihre Effektivitit ein. Die molekulare Visko-
sitdt wird durch eine isotrope turbulente Viskositit

v =AsAv (2.68)

ersetzt mit einer charakteristischen Ausdehnung As einer Turbulenz, welche sich mit einer
charakteristischen Geschwindigkeit Av fortbewegt. Mit den Argumenten, dass die Grofle der
Turbulenz die Ausdehnung der Scheibe nicht iiberschreiten kénne, also As < 2h, und ihre
Geschwindigkeit unterhalb der Schallgeschwindigkeit liegen miisse, folgt dieser Ansatz:

Vo = atheg (2.69)

« ist ein freier Parameter, in dem alle Unbekannten stecken und welcher kleiner als 1 sein muss.
Ubliche Werte fiir « liegen bei 1072...1. Es wird angenommen, dass dieser Parameter iiber
die Scheibe nur gering variiert und konstant genommen werden kann. Warum die o-Viskositét
im Falle selbstgravitierender Scheiben versagt, soll in Kapitel 4 geklirt werden.

Eine alternative Parametrisierung fiir vor allem selbstgravitierende Scheiben ist die soge-
nannte (-Viskositéit, vorgeschlagen von Duschl et al. [2000]. Auch sie beschreibt die Visko-
sitit empirisch nach (2.68), verwendet allerdings andere charakteristische Grofien. Die Vis-
kositdt kann Turbulenzen erzeugen, die nicht isotrop sind. Da sich die Wirbel in der Scheibe
bewegen wire eine letzte Obergrenze fiir die Ausdehnung der Scheibenradius anstelle der
-dicke. Schliefilich werden Materie und Drehimpuls hauptsichlich radial transportiert. Ki-
ne Geschwindigkeitsskala, die sich anbietet, ist die Azimuthalgeschwindigkeit, schlielich die
Geschwindigkeit des umgebenden Materials. So ergibt sich eine funktional v6llig andere Be-
schreibung der Form:

vg = Bsvy = Pws? (2.70)

Der Parameter § wird gerne mit dem Reziproken der kritischen Reynoldszahl identifiziert.
Ubliche Werte liegen bei 1072...107°. Wie bereits oben erwihnt, sollte die Turbulenzge-
schwindigkeit nicht die Schallgeschwindigkeit iiberschreiten, da sonst Dissipationsschocks auf-
treten bis die Geschwindigkeit wieder subsonisch wird. Daher wird die Viskositdt dahingehend
modifiziert, &hnlich der Arbeit von Biermann [2001]. Wieder ausgehend von Gleichung (2.68)
wird als charakteristische Lingenskala der Turbulenz der Radius s angenommen und die
Turbulenzgeschwindigkeit durch die Schallgeschwindigkeit begrenzt:

Avgy = Aws = dc, (2.71)
mit § < 1. Es ist
dv w_,
— = —® 2.72
ds s v ( )
dw Aw
) P 2.
ds As (2.73)
Also
1
w @’
1 2 1
vy =gl L0 g2 1 (2.75)
w @] s w |@'|



Wiinschenswert wére ein Anschlufl an die a-Parametrisierung, die im inneren, nichtselbstgra-
vitierenden Bereich die Viskositéit gut beschreibt. Unter Verwendung von (2.25) mit 27Gp, <
wZ und keplerscher Winkelgeschwindigkeit ergibt sich:

2
vs = ZEf—c,S = 26%hes L ahcs = v, (2.76)
vg |l 3
Insgesamt lautet die Parametrisierung also
3 ¢
= —a— 277
0= e 2.77)

Im hier gerechneten Scheibenmodell wird von der 3-Viskositéit ausgegangen und auf die stof3-
dissipationsbegrenzte Viskositit umgeschaltet, sobald nach (2.71) die S-Turbulenzgeschwin-
digkeit die der §-Viskositét iibertrifft:

VBug > /3af2es . (2.78)
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2.4 Zeitskalen und Stabilitiat

2.4.1 Zeitskalen

Das (beobachtbare) zeitliche Verhalten von Akkretionsscheiben gibt Aufschluss iiber die Vis-
kositét, die als Triebfeder hinter dem Akkretionsfluss gilt. Sind Druck- und Gravitationskrifte
in Gleichung (2.16) nicht im Gleichgewicht, ergibt sich eine Nettobeschleunigung von

1dP
a=———+1g,
p dz

z

== 2.79

a=2 (2.79)

Um festzustellen, auf welchen Zeitskalen 7 signifikante Anderungen in der Scheibe ablaufen,

bedient man sich eines Gedankenexperiments und schaltet den Druck aus. Es kommt zum
Kollaps und es gilt:

Z 2
o T 9=wz
7—dyn
1 S
=—=— 2.80
Tdyn w v ( )

Tdyn heisst dynamische Zeitskala und entspricht der Umlaufzeit eines Volumenelements der
Scheibe um den Zentralkérper. Wird nun anstelle des Drucks die Gravitation ausgeschaltet,
fiihrt dies zu Expansion und man erhilt niherungsweise

z __1dP 1P -PO) _«
Tgyd - pdz p h h
z~h
h
Thyd ~ — (2.81)
Cs

Thyd heisst hydrostatische Zeitskala und ist ein Maf} dafiir, wie schnell sich im gestérten System
das Hydrostatische Gleichgewicht wieder einstellt. Nun fehlt noch die viskose Zeitskala 7,
die angibt, wie schnell sich bedingt durch Viskositidt die Dichte in der Scheibe &dndert. Sie
sollte im Vergleich zur hydrostatischen Skala grof} sein, da sonst Gleichung (2.16) nicht erfiill
ist. Vereinfacht wird dazu die zeitabhiingige Gleichung der Drehimpulserhaltung (2.9) mit der
Kontinuititsgleichung (2.3)

G'(s) _ o 0% 2 9 9
5y =S WS + a(sst)s w + ssta(s w)
= su,2(s5%w)’ (2.82)

unter der Annahme, dass dw/0t = 0. Das Ergebnis setzt man in (2.3) ein und (2.6) fiir G(s),
um v zu eliminieren. Fiir keplersche Winkelgeschwindigkeit ergibt sich
DB _0r 1o
ot 0sl2m(s2w) Js

—271'821/820.1,)}
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Um nédherungsweise die Skala herauszufinden, setzt man

0% by 0 1
— = — — — - 2.84
ot Tvis Os s ( )
und erhélt den Zusammenhang
by 31 -1
~ 2l eSS
Tyis ss s
52
Tyig ~ — (2.85)
v

Die thermische Zeitskala schliefilich gibt an, wann sich thermisches Gleichgewicht einstellt, das
beispielsweise durch eine gednderte Dissipationsrate gestort wurde. Sie wird definiert durch

Wiérmeinhalt pro Scheibenfliche

_ 2.86
Tih Dissipationsrate pro Scheibenfliche ( )
und ist fiir ein Gas )
P, X c?
_ g ~ 5 .

R At 237

N2

8 52

Vergleichen man die vier Zeitskalen mit Hilfe von (2.25), der Definition der Machzahl M =
vg/cs und den beiden Parametrisierungen der Viskositét,

2
S 2nGp
o -1 2 C
Tl ~ =a M1+ T,
VIS ahes ( w? ) dyn
2
B . |
Tvis ~ ,60.182 - B Tdyn

217G
T ~ M_ZT‘?{S ~ ot (1 + w2,0c> Tdyn

T~ M7~ BT M Py

vis
1 (h\? 21Gpe \
=0 1 (—) <1 + 72%%) Thyd
S w
2rGpe\ 7!
Thyd ™~ (1 + w2pc> Tdyn (288)
erhélt man folgende Hierarchien:
Thyd < Tdyn < TtCﬁ < T\(,Jis (289)
Tt’Bh(NSG) < Thyd < Tdyn < Tt’Bh(SG) < Tfis (2.90)

wobei {iblicherweise 0 < o < 1 ist und 3 bei ca. 1073 liegt. Nach Frank et al. [1992] liegen die
dynamische und thermische Zeitskala fiir typische a-Scheiben in der Ordnung von Minuten,
die viskose Zeitskala bewegt sich zwischen Tagen und Wochen. Ist die Scheibe selbstgravitie-
rend, nimmt die viskose Zeitskala ab. Bei §-Viskositit, hingt die thermische Zeitskala sehr
von der Stirke der Selbstgravition ab. Interessanterweise ist die thermische Zeitskala in nur
schwach oder nicht selbstgravitierenden Scheiben (NSG) erheblich kiirzer als die dynamische
Skala. §-Viskositdt scheint thermische Storungen sehr effizient ausgleichen zu kénnen. Mit
steigender Dichte vergroflert sich die Schallgeschwindigkeit.
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2.4.2 Thermische Stabilitit

Diese hierarchische Anordnung der Zeitskalen fiihren auf unterschiedliche Arten von Stabi-
litdt. Ist zum Beispiel das Energiegleichgewicht gestort, wird die Instabilitit auf einer Zeitskala
Tth wachsen, welche wesentlich kiirzer ist, als die viskose Zeitskala, auf welcher signifikante
Anderungen der Dichte X stattfinden. Fiir o < 1 ist 7y > Thya in (2.89) bzw. in (2.90)
fiir NSG-Scheiben, so dass man ¥ als konstant nehmen kann und sich schnell Hydrostati-
sches Gleichgewicht einstellt. Solche Instabilitdten entstehen, wenn die (lokale) Kiihlrate nicht
linger im Gleichgewicht mit der (lokalen) Heizrate steht. Dies ist jedoch nur der Ausloser. Die
Frage nach der Stabilitiit beantwortet das weitere zeitliche Verhalten von Q= und Q*, d.h.
ob beispielsweise bei einer Erhéhung der Temperatur T, die Abstrahlung geringer zunimmt
als die viskose Wiarmeproduktion. Die iibliche Art, ein Kriterium fiir thermische Instabilitit
anzugeben ist allgemein

dQ-  dQ* dlnQ- dlnQ*
der auch
ar, < aqr,  cderawe dInT, ~ dnT.

(2.91)

2.4.3 Viskose Stabilitit

Um die Stabilitéit auf viskoser Zeitskala 7yis zu priifen, muss die Scheibe zeitabhéingig betrach-
tet werden. Die zeitabhingige Kontinuitatsgleichung (2.3) lisst sich mit (2.4) folgendermafien
umschreiben:

0(sX) 0(svsX)

ot 0s
oY 1 oM

unterstellt, dass sich der Radius der Scheibe nicht nennenswert dndert. Betrachtet man eine
kleine Storung in der Dichte AY um die stationidre Losung Xy und schreibt p = v, ergibt
sich auch eine in erster Ordnung lineare Stérung Ap:

Y=Y+ AX
o
Ap =v(s,AN)AY = A% (2.93)
ox
Einsetzen in die Diffusionsgleichung (2.83) liefert

0 30
2 (A% = 15,

und Elimination von AY mit (2.93) bringt

Voot (2.94)

0 ou3 0 0

9A :___[ (A ] 2.95

g1 (Bn) = 555 | Va5 (Auvs) (2.95)
Natiirlich folgt auch Ap einer Diffusionsgleichung, der Diffusionskoeffizient ist jedoch pro-
portional zu du/0% und kann positiv, wie auch negativ sein, da nichts iiber v und damit p
bekannt ist. Ist Ou/0% positiv, verschwindet die Stérung auf viskoser Zeitskala. So lautet das
viskose Stabilitatskriterium 3

1

o5 >0 (2.96)
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dass sich mit (2.15) und (2.55) mit (2.40) wegen p = v o M o T auch alternativ schreiben
lasst zu

OM T,

— d

B >0 oder o5
Ist also beispielsweise lokal %—Ag < 0, hétte eine Dichteabnahme einen Anstieg der Akkretions-

rate zur Folge und umgekehrt. Die Scheibe wiirde in einzelne Ringe zerfallen.

>0 . (2.97)

2.4.4 Gravitative Stabilitidt, Toomre Parameter

Toomre [1964] hat sich mit der gravitativen Stabilitit einer Scheibe, bestehend aus Sternen,
beschéiftigt. In einer rotierenden, flachen, rotationssymmetrischen Scheibe folgt eine infinite-
simale Storung diesen linearisierten Gleichungen

ou/ ou/ 0P’
o + w(s)a—qS —2w(s)v = %
ov' o', 0 109
T T gyt [w(s) 35 (sw(s))] =%
ou' ou' 10 a1 X(s) o
E + w(s)a—gb + ;% [SZ (s)u] + TB_QS
AD = —4nGY'§(2) (2.98)

mit den radialen und azimuthalen Geschwindigkeitskomponenten u'(s, ¢,t) und v'(s, @, 1),
sowie den Abweichungen der Dichte und des Potentials von den ungestérten Werten X' und @’.
Dieses Eigenwertproblem ist nur mit grofem Aufwand und numerisch l6sbar. Dennoch kann
man eine oszillatorische, achsensymmetrische Eigenstérung als komplexe Welle approximieren.

u'(s,t) = Cy
v (s,t) = Cy p eFsei (2.99)
MI s,t) = Cj3

Eingesetzt in (2.4.4) kommt Toomre zu dem Ergebnis, dass Stérungen, die eine kritische
Wellenzahl kr iiberschreiten, instabil werden, d.h. sich vergréflern.

HZ

~ Gy

kr (2.100)
K ist hier die Epizykel-Frequenz und nicht mit der Opazitit zu verwechseln! Nun besteht eine
Akkretionsscheibe zwar nicht aus unzihligen einzelnen Sternen, jedoch lisst sich eine analoge
Behandlung fiir Fluide oder eben Gasscheiben durchfiihren, wie sie Shu [1991] ausfiihrlich
vollzogen hat. Wieder wird die Stérung linear um die Gleichgewichtslage approximiert und
die Eulergleichungen und die Poissongleichung linearisiert. Die (unbekannten) Bestimmungs-
grofen werden fourierzerlegt,

2% S
, .
“ | =Re Z ¢i(Qi=mo) (2.101)
v

J
@I
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und mit den Randbedingungen, dass die radiale Geschwindigkeit und der Drehimpuls der
Storungen am Ursprung verschwinden

U(s=0) =0, J(s=0)=0, (2.102)
sowie Dichte und Gravitationspotential im Unendlichen verschwinden
S,V=0  wenn  s,Vs?+ 22— 0. (2.103)
Es ist beispielsweise das Gravitationspotential einer Stérung gegeben durch
V(s,z =0) = A(s)e"). (2.104)

Nun wird in der WKBJ-Niherung® die Annahme dicht gepackter Spiralwellen gemacht, was
bedeutet, dass sich die Phase schnell im Vergleich zur Amplitude &ndert:

dp 1dA
Es ergibt sich eine Gesamtphase von
f(s,¢,1) = % —me + p(s) (2.106)

Das Pluszeichen ist historische Konvention, der urspriinglichen Wahl von Lin und Shu folgend.
Losen der linearisierten Gleichungen mit obiger Annahme fithrt auf die WKBJ-Dispersions-
relation fiir Spiraldichtewellen:

(Q — mw)? = k2 + k22 — 2nGk|Z (2.107)

Qcr ist die Korotationsgeschwindigkeit. Sie gibt den Absolutwert der Wellenzahl an, in Ab-
héngigkeit von der Frequenz 2 der Stérung und den lokalen Gleichgewichtswerten der selbst-
gravitierenden Scheibe w(s), k(s), cs(s) und %(s). Im Fall achsensymmetrischer Storungen,
m =0,

0% = k2 + K2 — 2nGk|Z. (2.108)

Fiir reelle k¥ muss auch Q2 reell sein. Ist Q2 > 0, oszillieren die Ringe (stabile Stérung). Ne-
gative Q2 jedoch fithren zu exponentiell wachsenden Ringen (instabile Storung). Betrachtet
sei also die rechte Seite von (2.108). Differentielle Rotation, durch die Epizykel-Frequenz x
reprisentiert, trigt positiv bei, wirkt also stabilisierend. Der Druckterm k2c2 iibt ebenfalls
stabilisierende Wirkung aus, da der Uberdruck in dichteren Regionen Materie wegstoBt. Die
Eigengravitation der Scheibe jedoch destabilisiert, da Regionen dichterer Materie weitere Ma-
terie anziehen. Interessanterweise geht der Selbstgravitationsterm linear in |k| ein, praktisch
vermittelnd zwischen den beiden stabilisierenden Effekten (die Rotation mit |k|® und der
Druck mit |k|?). Die Idee ist, dass es moglich sei, den Zerfall der Scheibe in Ringe (“clum-
ping”) auf allen Skalen zu unterdriicken. Es wird der Fall marginaler Stabilitit untersucht,
fiir den Q2 = 0:

N ke 2nGlES

T+ - 0
Q? r|k[N? K|
AN (1 A R L R 2.109
T (kT> op ’ (2.109)

Poft bekannt als WKB-Niherung, ist ein Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen 2.Ordnung nach
Wentzel, Kramer, Brillouin und Jeffreys
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wobei die Wellenzahl in Einheiten der Toomre-Wellenzahl (2.100) angegeben ist. Der Toomre

Parameter ist definiert durch: e
S

= 2.110
Q=75 (2.110)
Loésen von (2.109) liefert die Bedingung fiir marginale Stabilitét:
: kr
Q=2/(1-¢) mit (=-2 . (2.111)

k

Ist @ < 1, dann existieren instabile Stérungen mit Wellenldngen, die zu kurz sind, durch
Rotation stabilisiert zu werden, und zu lang fiir Druck (bzw. ¢s). Andererseits werden ach-
sensymmetrische Stérungen iiber alle Wellenldngen stabilisiert, wenn:

Q> 1. (2.112)
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Kapitel 3

Numerische Behandlung der
stationiren Scheibengleichungen

3.1

Scheibengleichungen

Eine viskose, selbstgravitierende stationére Scheibe ist durch folgende Gleichungen bestimmt:

die Losung der Poisson - Gleichung (2.65)
9 1 (GM* N GMd> ’

wo= (1—rg/s)2\  s3 53

das Hydrostatische Gleichgewicht mit p. ~ 2p (2.24)

s’ + P/p

e = w? + 47Gp, (3.2)

die Drehimpulserhaltung (2.15)
Mwf(s)

2msw’

vy =

(3.3)

und die Energieerhaltung bzw. der -transport (2.56)

4o

1
Euil(sw')2 =3 T, (3.4)
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sowie

T  40T*
P = phis + Zustandsgleichung (3.5)
wmp 3¢
P T
2 ==5= iLs Schallgeschwindigkeit (3.6)
P pmy
)y
P=gp 1-Zonen-Néherung (3.7)
=KD optische Dicke (3.8)
k=k(p,T,...) Opazitit (3.9)
acsh a-Ansatz
v =X Bws? B-Ansatz Viskositit (3.10)

§c2/(w|w'|)  diss.-begr. B-Ansatz

f(s) beinhaltet die Randbedingung und lautet (2.15):

* 1_ s

mit dem Sternradius s, und dem Schwarzschildradius r;. Die Gleichungen (3.1) bis (3.4)
stellen die eigentlichen Grundgleichungen dar, die es zu l6sen gilt. Druck, Opazitit und Vis-
kositit sind Materialfunktionen, Gleichungen (3.6), (3.7) und (3.8) Definitionen. Die Opazitét
héngt von Dichte und Temperatur ab, hauptséchlich aber vom vorliegenden Material und des-
sen Zustand (fest, gasformig). In dieser Arbeit wird eine modifizierte Interpolationsformel®
verwendet, welche die einzelnen Approximationen (siehe Tab. (3.1)) zusammenfiihrt.

1 1 1 1 1
- = + +
K \/H]%Zis 1+ (T/T())IO H]%Zisv. + H%taub \/’%%taubv. + H%/[Ol + '%IQLI—

1 1
+ N (3.12)
1+ (To/T)'° “éﬂ-ff + ki

So wie der Faktor 1/(1 + (T/Tp)'?) dafiir sorgt, dass der zweite Term fiir 7 > T, keinen
Beitrag liefert, verhindert die Modifikation um den Faktor 1/(1 + (Tp/T)'°) vor der letzten
Waurzel, dass diese bei niedrigen Temperaturen T° < T beitragt. Fiir Ty wird hier 3000 K
gewéihlt.

3.2 Das Newton-Raphson-Verfahren

Eine gebrduchliche Methode, ein nichtlineares Gleichungssystem numerisch zu 16sen, ist das
Newton-Raphson-Verfahren. Es ist einfach zu implementieren und konvergiert recht schnell
zur Losung. Nachteil ist, dass es sehr gute Startwerte benottigt. Mit anderen Worten, es
konvergiert lokal gut, global jedoch meist nur schlecht. Allgemein sucht das Verfahren zu N
Gleichungen die gemeinsame Nullstelle. Die Funktionen werden nach Taylor reihenentwickelt

Lentwickelt von Prof. Hans-Peter Gail, 1998, ITA Uni Heidelberg
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K A B

Staub mit Eisménteln 21074 0 2
Eisverdampfung 1-106 0 -7
Staubteilchen 1-107¢ 0 1/2
Staubverdampfung 2. 1081 1 —24
Molekiile 1-1078 2/3 3
H-Tonen 1-10736 1/3 10
Gebunden-frei und frei-frei Ubergiinge 1.5-10% 1 —5/2
Elektronenstreuung 0.348 0 0

Tabelle 3.1: Opazititen aus Bell and Lin [1994] mit Ansatz k = rop TP

und Terme zweiter und hoherer Ordnung vernachlissigt:
N OF
Fi(x + 0x) = F;(x) + ]Zl a—xz&cj + O(6x?) (3.13)

bzw. in Matrixschreibweise

F(x + dx) = F(x) + Adx (3.14)

In der Praxis werden Anfangswerte x in das GS gegeben und Korrekturen dx gesucht, so dass
F(x + dx) = 0. Dies fiihrt auf die Matrixgleichung

Adéx = —F(x) (3.15)

Dieses neue lineare Gleichungssystem lisst sich beispielsweise mit LU-Zerlegung und anschlie-
ender Vorwiirts-/Riickwiirts-Substitution 16sen. ? Das Gaufische Eliminationsverfahren hat
sich aufgrund der Rechnerarchitektur (Rundungsfehler) als nicht praktikabel herausgestellt.

3.3 Implementierung

Das Programm wurde in C geschrieben und 16st im Newton-Raphson-Verfahren iterativ das
stationdre Modell. Die vier Grundgleichungen werden als Funktionen der vier Unbekannten
Dichte, Temperatur, Hohe und Winkelgeschwindigkeit umgeschrieben. Das oben geschilderte
Verfahren sucht die gemeinsame Nullstelle. Es hat sich herausgestellt, dass die enormen Un-
terschiede der Terme in der Groéflenordnung zu Problemen fithren. Um dies zu vermeiden und
auch im Ubrigen eine schnellere und stabilere Routine zu erhalten, werden die Gleichungen

*Nachzulesen in Press et al. [1992]
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logarithmiert und fiir logarithmische Variablen gelost. Dabei bedeutet: £ = Inx.

G(M, + My) B )
2 = 5 T 5 g — —
w® = B —ry/s)’ — F =200 —InG ln(M* + Md> + 35

+ 21n(1 — rsefg)

24+ P N Yo
cs®+ P /p — W? + 4nGp S F=1In e26(pT) 4 _U€4T—p
h? 3c
—2h—In (625’ + 47rGe’7>
M _ M
yph:_L(s) _>F3:17—|-[)—|-h—]n — fES)
4rsw’ 4!
40T* _
2wp*h?(sw')? = (; — Fy=0+2p+h+a)+Ina"
K
92 _ _
- ln?U — 4T + R(p,T)
Dabei ist

Olnw s Ow
— _ o v
~ Olns wOs (3.16)

NSG-Scheiben drehen sich keplersch, d.h.

B s 3w 3

Das obige Gleichungssystem kann also an jedem Radius einzeln gelést werden. Dazu muss
die Radiusvariable s diskretisiert werden. Da sich mit dem Radius, nicht zuletzt durch die
Randbedingung, die physikalischen Groflen nahe am inneren Rand deutlich, in den dufleren
Regionen der Scheibe jedoch gering variieren, bietet sich ein logarithmisches Gitter an. Die
Stiitzstellen des Gitters sehen wie folgt aus:

Sj = Sminejw (318)

Die Schrittweite 148t sich iiber W festlegen, der innere Rand spin, wird bei Akkretionsscheiben
um Schwarze Locher bei drei Schwarzschildradien festgelegt. Bei einer Schrittweite von W =
0.01 bekommt man bis zum Auflenrand sy = 10%r ungefahr

j =230a — 100 (3.19)

Gitterpunkte. Hat man an einem Gitterpunkt eine Losung gefunden, liefert diese am fol-
genden Punkt die Startwerte. Solange sich die Sruktur, bsp. durch dominante Terme in den
Gleichungen, nicht zu schnell &ndert, kann das Gleichungssystem von innen nach auflen fiir
alle Punkte gelost werden. Hinreichend gute Startwerte am inneren Rand zu finden kann
schwierig sein. Dabei haben sich -Scheiben als wesentlich unempfindlicher erwiesen, als a-
Scheiben. Es ist jedoch kein Problem, das Modell (NSG) von auflen nach innen zu rechnen,
und die so erhaltenen Werte am inneren Rand fiir spitere Rechnungen zu nutzen. Auf diese
Weise werden Werte fiir Dichte und Temperatur besorgt, die Héhe 148t sich dann mittels
Gln. (3.2) bestimmen, die Winkelgeschwindigkeit hingt nur vom Radius ab. Anders verhélt
es sich fiir voll selbstgravitierende Scheiben. w hingt nun auch von der Scheibenmasse ab,
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die wiederum Ring fiir Ring aufsummiert wird. Entscheidender Unterschied ist, dass iiber &’
eine radiale Kopplung des Systems stattfindet und die Iteration an einem Gitterpunkt nicht
mehr unabhéingig vom letzten Punkt ist. Die radiale Ableitung der Winkelgeschwindigkeit
wird numerisch bestimmt. Angenommen, das System wurde am Radius s;_; zur Selbstkon-
sistenz gebracht, wird die (bekannte) Ableitung ins Gleichungssystem gegeben und im Laufe
der Iterationsschritte aktualisiert:

Wi — Wit
(e (3.20)
J Jj—1

Die Werte bei j — 1 sind bereits bekannt! Die Scheibenmasse wird folgendermafien bestimmt:

Yk — Ykt

J
My(sj) =7y 5 (5k = 5k1)
k=1
i
=7y (pjhj = pj-1hj-1) (s} — si-1), (3.21)

=
Il
—_

und héngt offensichtlich von Dichte und Temperatur ab. Auch diese Ableitungen werden
numerisch aus Differenzenquotienten bestimmt. Es werden jedoch nicht die Werte am vorigen
Gitterpunkt verwendet, was eine radiale Abhingigkeit spiegeln wiirde, die nicht vorhanden
ist, sondern kleine Variationen von p und h:

OMyq _ Ma(p+ Ap) — Ma(p).
op Ap ’

analog fiir h (3.22)

Wie erhélt man nun die Werte fiir 5 = 17 Am inneren Rand ist die Scheibe sicher NSG und
damit keplersch. & ist aus Gln. (3.17) bekannt, die Scheibenmasse My = 0. Die Ableitungen
der Scheibenmasse werden Null gesetzt.

3.3.1 Doppell6sungen

Es hat sich herausgestellt, dass eine Instabilitit auftritt, die mit dem rapiden Abfall der Opa-
zitdt zusammenhingt, wenn H™-Absorption einsetzt (siehe 4.0.3). Da das Gleichungssystem
vom inneren Scheibenrand an nach auflen hin gelést wird, um die Scheibenmasse numerisch
mitzunehmen, wird auf einen Trick zuriickgegriffen, um auch die zweite Losung zu erhalten,
die sich ergiibe, wiirde man von auflen nach innen rechnen. Durch den Sprung &ndern sich ne-
ben Temperatur und Opazitit auch Dichte und Scheibenhohe, und damit im Allgemeinen auch
die Fliachendichte und somit die eingeschlossene Scheibenmasse. Um den korrekten Anschluss
beider Losungen mit konsistenten Scheibenmassen zu erhalten, wird die erste Losung mit der
kompletten Opazitéit (3.12) gerechnet, wihrend bei der zweiten Losung nur die Teilabsorptio-
nen bis einschlieilich der Molekiilabsorption verwendet werden. Den richtigen Anschluss an
die erste Losung mit den iibrigen Opazititen findet man durch Vergleich beider Gesamtopa-
zitdten an jedem Radius, von innen nach auflen. Stimmen diese iiberein, hat man den zweiten
Ast gefunden.

3.3.2 Parameter

Das vorliegende Scheibenmodell hat 5 freie Parameter. Dies sind zunéchst die Zentralmasse
M., die Massenakkretionsrate M, die Viskosititsparameter o und 8 (0 héngt von « ab) und
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nicht zuletzt der innere Rand der Scheibe. Dazu miissen geeignete Werte bzw. Parametrisie-
rungen fiir das mittlere Molekulargewicht und die Opazitidt gewdhlt werden. Im Folgenden
sollen die verwendeten Werte(-bereiche) angegeben (siehe Tabelle 3.2) und motiviert werden.
Der innerste Scheibenradius wird zu sy, = 3.01rs gewihlt (2.2). Bei Akkretionsscheiben
um weniger massive Schwarze Locher oder Sterne von 1...102M liegt der gewihlte innere
Radius bei einigen Bruchteilen einer Astronomischen Einheit. Einer der wichtigsten Para-
meter ist neben der Zentralmasse die Akkretionsrate, die groflen Einfluss auf die Struktur
der Scheibe hat und tiber welche man direkt die Scheibenmasse steuern kann. Also gewis-
sermaflen die “Selbstgravitivitit” der Scheibe. Fiir Akkretionsscheiben in Galaxienzentren,
wie beispielsweise in unserer Milchstrafie um Sagittarius A vermutet, sind Werte zwischen
10~° und 10~7 Mg /yr iiblich. In AGN und Quasaren vermutet man aufgrund der spektralen
Energieverteilung weitaus hohere Akkretionsraten bis zu 102Mg, /yr.

Zentralmasse M, 10°...101° Mg
Massenakkretionsrate M 1073...10% My/a
Startradius Smin 3.01 rg
Viskositédtsparameter Q@ 1072...1.0

B 107°, 1073

Tabelle 3.2: Parametersatz fiir das stationdre Scheibenmodell
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Abbildung 3.1: Die Opazitéit als Funktion von Dichte und Temperatur, aufgetragen iiber die

Temperatur bei Festhalten der Dichte bei 1078 bzw. 107! g/cm?. Die durchgezogene Kurve
ist die (modifizierte, siehe Text) Gailsche Interpolation zwischen den einzelnen Absorbern.
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Kapitel 4

LOsungen

Grundsitzlich wurden die Modelle mit den Parametern aus Tabelle 3.2 gerechnet, als Visko-
sitdtsparameter jedoch zunéchst nur die Kombination o = 0.1 (iiblich fiir Scheiben in AGN)
und 8 = 10~°. Obwohl fiir § ein Wert von 103 gebriuchlich ist, fiel die Wahl auf den gerin-
geren Wert (Huré et al. [2001]), da sich herausgestellt hat, dass sich die gerechneten Scheiben
fast im gesamten Parameterraum und iiber alle Radien im dissipativen Limit befinden:

VBug > V1.5ac, (4.1)

Ein héherer Wert fiir 5 wiirde die Turbulenzgeschwindigkeit weiter anheben und $-Scheiben
erst bei noch geringeren Zentralmassen mit hoheren Akkretionsraten ermoglichen. In welchen
Bereichen zumindest abschnittsweise §-Scheiben auftreten, soll noch eingegangen werden.
Nachfolgend sind in Tabelle 4.1 die Radien eingetragen, ab denen die Scheiben vertikal bzw.
radial selbstgravitierend werden.

31



0T = ¢ HIUI JUIWNSOG JRHSONSIA~¢ YOI DGIYDS SIP ST SNIPRY WSIIP UR JSIPUIUINZ,
“uo1yeIARIS)Sq[Og IoYsIo[doy nz JueSIoq() WII J{OIP JRI[IqRISU] SYISIULIIY) SIP 1891] 111,

“YISTIUDPT UWOFUNSQT dPIOq 1N 9T
9SSRTIUDIONDG OIP "T['P ‘JNe UAIPRY USIOGOI3 NZ 1SI0 JRI[IQRISUT "ULIO) OIP )11} ‘4I0A\ Top U (14X, OTIS) UosIomJne oSSeUITOqIaTIS
9IOpUR OUId YOI[INIRU AP ‘9)SY ,UI[BY,, TP JNB YIS UYLIZA( 9)I0A\ USIIOWIUIRYAS OI(] "USQIOYIG-D PUN -¢ INJ [\ 9}LISUOTIOINYY Pun *N
OSSRTIRINIOY, TOA TIOISUN,] S[€ UOPIOM PUSIDIIARISIS[OS [[0A *MZ( [IsIO[doY UOQIOTDISSUOIOIYY I USUSP e ‘UAIpRY] OI(T :T'F O[[OqR],

- | gu¢ - 0zer | — | 69C - e - P10 - Q00| © | -
048G | 06 GO8¢ 0z | Ovel | ¢F L6€ 20T T°921 820 0 600 | ¢ | &
VOV | »T'GST &4 oSTEE| 6TE | 00T L 7’8 PG T - pCE0| 890 | »900| © | _
9T | €06 GLITT | €28 | 0FS | »89 91% e ¢'6L 080| T92 |.900] ¢ | &
€eIT - 0°6C - | ope - 8T'T - 8GO | — 8500 | © | _
00ST | €7e | (10T) 05z | €91 |(06) 66| ¥9°¢ ¢'9¥ €z1 | (8%2) €6a| 20| ¢o1r |900| ¢ | -
9°9TT - €'6T - | gpe - 9T'T - e0| - zG00| ©
oGS | ¢6T 4GS €01 | q9¢ | Se¥ | (L€ 8L1| 60 | (7 ¥S | 10 |81 02| S00 | ¢ |
.02z - pLLY | — | TPOT - e - VPO — 860°0| ©
611 | T8 61T TOT | 6TT | OF € TT eT ¢F 820 | 8T 900 | ¢ | =
— | .68 - V6 - | FTe - oLy - €10°1 - ereo| © |
LT | TP 2T €eT | T | TF 2T 65T Pl 00| 90 |600]| ¢ |3
T;mo: s qe T;moz s qe T;mo: s qe T&mo: s qe T&moz s qe Tymo: s qe . =.
DSd | DS DSd DS | Dsd |os| osa o] osd |os| osd o] N @m
OI (0T OI 40T O ,0T O 0T OI 40T OI 10T *IN W

32



) [g/cmz]

> [g/cmz]

) [g/cmz]

108

107

108

10°

10*

10°
108

10°
107

108

10°

10*

10°

102

M, =10 Mg

M, = 10° Mg

f\ M =100 Mg /yr

M =100 Mg /yr

M =10 Mg /yr

M=10 Mg /yr

M=1 Mg /yr

M=1 Mg /yr

10’ 102 10° 10* 10°
srg]

108

10’ 102

10°
srg]

10* 10°

108

Abbildung 4.1: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10'° und 10°
Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die Kurven
fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 1075) und eine a-Scheibe (a = 0.1).
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Abbildung 4.2: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10'* und
10° Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~!...1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
(¢ =0.1).
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Abbildung 4.3: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10® und 107
Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die Kurven
fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 1075) und eine a-Scheibe (a = 0.1).
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Abbildung 4.4: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10% und
107 Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~1...1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
(¢ =0.1).
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Abbildung 4.5: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10% und 10°
Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die Kurven
fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 1075) und eine a-Scheibe (a = 0.1).
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Abbildung 4.6: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10% und
10° Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~ !...1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
(¢ =0.1).
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Abbildung 4.7: Die halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10'°
und 10° Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
( = 0.1). Die Winkelhalbierende h/s zeigt an, wo die Scheibe dick bzw. diinn ist.
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Abbildung 4.8: Die halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10'°
und 10? Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~1... 1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind

die Kurven fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (3 = 107°) und eine a-Scheibe
( = 0.1). Die Winkelhalbierende h/s zeigt an, wo die Scheibe dick bzw. diinn ist.
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Abbildung 4.9: Die halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 108
und 107 Sonnenmassen und Akkretionsraten von 102...1 Mg pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
( = 0.1). Die Winkelhalbierende h/s zeigt an, wo die Scheibe dick bzw. diinn ist.
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Abbildung 4.10: Die halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 108

und 107 Sonnenmassen und Akkretionsraten von 1071 ... 1072 M, pro Jahr. Aufgetragen sind

die Kurven fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (3 = 107°) und eine a-Scheibe
( = 0.1). Die Winkelhalbierende h/s zeigt an, wo die Scheibe dick bzw. diinn ist.
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Abbildung 4.11: Die halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10°
und 10% Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
( = 0.1). Die Winkelhalbierende h/s zeigt an, wo die Scheibe dick bzw. diinn ist.
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Abbildung 4.12: Die halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10°
und 10° Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~1... 1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind
die Kurven fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (3 = 107°) und eine a-Scheibe
( = 0.1). Die Winkelhalbierende h/s zeigt an, wo die Scheibe dick bzw. diinn ist.
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Abbildung 4.13: Die Temperatur als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10'° und 10°
Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die Kurven
fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 1075) und eine a-Scheibe (a = 0.1).
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Abbildung 4.14: Die Temperatur als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10'° und
10° Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~!...1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
(¢ =0.1).
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Abbildung 4.15: Die Temperatur als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 108 und 107
Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die Kurven
fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 1075) und eine a-Scheibe (a = 0.1).
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Abbildung 4.16: Die Temperatur als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 108 und
107 Sonnenmassen und Akkretionsraten von 1071 ...1072 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
(¢ =0.1).
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Abbildung 4.17: Die Temperatur als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10 und 10°
Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10%...1 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die Kurven
fiir eine 3-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 1075) und eine a-Scheibe (a = 0.1).
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Abbildung 4.18: Die Temperatur als Funktion des Radius fiir Zentralmassen von 10 und
10° Sonnenmassen und Akkretionsraten von 10~ !...1073 Mg, pro Jahr. Aufgetragen sind die
Kurven fiir eine $-Scheibe im dissipationsbegrenzten Limes (8 = 107°) und eine a-Scheibe
(¢ =0.1).
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Aufgetragen sind jeweils die Losungen fiir a-Scheiben und fiir 5 -Scheiben im stofidissi-
pativen Limit. Das Einsetzen der vertikalen Selbstgravitation resultiert bei hohen Akkreti-
onsraten in einer Abnahme der Scheibenhohe, wie aus den Abbildungen 4.7, 4.9 und 4.11 zu
ersehen. Fiir M = 10...100 fillt die Scheibendicke um zwei bis sogar drei Gréflenordnungen.
Bei niedrigeren Raten (Abbildungen 4.8, 4.10 und 4.12) und damit weniger massereichen und
kiihleren Scheiben fillt die Abnahme geringer aus oder tritt gar nicht mehr auf, was etwas
iiberraschend ist, da die Eigengravitation der Scheibe dieselbe in z-Richtung kontrahieren soll-
te. Der Grund, warum das nicht geschieht, liegt an der niedrigen Akkretionsrate, die geringere
Dichten und Temperaturen nach sich zieht. Dazu kommt der Effekt der Randbedingung, wel-
che die Temperatur auf die “Oberflichentemperatur” des Zentralobjekts, hier also die drei
Schwarzschildradien, driickt. Von auflen nach innen betrachtet, steigt die Hoéhe bei niedrigeren
Temperaturen nicht mehr an. Die Opazititsbereiche spielen dabei eine untergeordnete Rolle.

Die Graphen in Abbildungen 4.9 und 4.11 zeigen extrem dicke Scheiben, so dass diese
zunéchst nicht weiter behandelt werden sollen. Klar erkennbar ist sofort, dass die a-Scheiben
schnell inkonsistent werden, sobald die Scheiben vertikal selbstgravitierend geworden sind.
Tatséchlich wird jedoch die schnell steigende Scheibenmasse problematisch. Bei genauerer Be-
trachtung, werden keine Losungen mehr gefunden sobald das Verhéltnis Mg/M, ~ 0.1 erreicht
wird. In diesem Bereich steigt bereits dIlnw/dIn s stark an und resultiert in den in Abschnitt
4.0.7 besprochenen Problemen. Fiir Scheiben mit Akkretionsraten von M = 0.1...0.01 lassen
sich scheinbar FSG-Loésungen finden. Diese konvergieren jedoch nicht mehr, erkennbar am
“Gezappel” der Kurven. Das Gleichungssystem kann also nicht zur Konsistenz gelost werden,
auch wenn der Algorithmus nicht gleich abbricht, aufgrund undefinierter Gréflen im Glei-
chungssystem (sieche Abschnitt 4.0.7). Ein Schwachpunkt des a-Ansatzes liegt vor allem in
der physikalisch nicht sinnvollen Folge konstanter Temperatur im Bereich vertikaler Selbst-
gravitation, wie Duschl et al. [2000] zeigen konnten. Die Konstanz der Temperatur ist bei
den hier gerechneten Scheiben jedoch nicht zu sehen, da der Strahlungsdruck die Zustands-
gleichung dominiert. Nichtsdestotrotz ist dies ein Grund, warum nach Alternativen fiir die -
Parametrisierung gesucht wird.

Weiter sind immer wieder Hysteresekurven zu sehen, hervorgerufen durch eine thermische
Instabilitit, auf die im nichsten Abschnitt niher eingegangen werden soll. Die Erzeugung die-
ser Kurven ist in Abschnitt 3.3.1 beschrieben. Weitere Spriinge bzw. Doppellésungen treten
auf, wenn ein Wechsel zwischen den Viskositatsparametrisierungen stattfindet. Auch passiert
es hiufig, dass durch den Sprung der Temperatur von 10000 K auf 1000 K die Turbulenzge-
schwindigkeit plotzlich {iberschallschnell wird. So ist anzunehmen, dass dieses “Umschalten”
der Viskositiat von starker Dissipation (und damit erneuter Aufheizung) begleitet wird, was
in zeitabhéngigen Rechnungen zu untersuchen bleibt.
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Betrachtet man Tabelle 4.1 eingehender, fillt

auf, dass sich in einem bestimmten Parameter- M
bereich radiale Selbstgravitation unabhéngig von -
1001021108 1107 106 | 105
der Zentralmasse einstellt. Dieses Phinomen gilt 10" | 107 | 107 | 10" | 10° | 10
nur fiir -Scheiben, was der Vergleich mit ne- 100 | § o | Bl B BB
benstehender Tabelle verdeutlicht. Eingetragen 10 S s || 8| B |5
sind fiir die Parameter Zentralmasse und Ak- ) 5 5 | s
kretionsrate die jeweils im betrachteten radia- |M pLB|DB
len Bereich (10...10%r;) vorherrschende Visko- 0.1 ] ¢ 6 |6 |6 | BB
sitdt. Das heisst jedoch nicht, dass alle 5-Scheiben 1072 § s |60 p|R
in der gleichen Entfernung vom Schwarzen Loch 10-3] 5 slolalalp

FSG werden! Aufgetragen ist ndmlich iiber die
Schwarzschildradien, welche ihrerseits linear in Tyhelle 4.2: Jeweils die iiber weite Berei-
M., gehen (2.62). Sei r der Radius in ¢cm, wird che dominante Viskositét fiir die Parame-

die 3-Scheibe wieder durch (3.3) bestimmt (w’ o< ter M, und M.
w/s): . ‘
M M . .
wo M M OFSG 5 gt o N2yt (4.2)

2rw'vg T ws?

Damit geht die relative Scheibenmasse wie

My Xr? o
M2/3 4.3
. o . o S (4.3)

Vorsicht geboten ist bei den Werten von kleinen Zentralmassen bei hohen Akkretionsraten.
Wie anhand der Abbildungen 4.9 und 4.11 zu sehen, sind diese Scheiben extrem dick und ma-
chen als Losungen des verwendeten Gleichungssystems keinen Sinn. Dies soll demonstrieren,
dass formal auch Parameterkombinationen zu konvergenten Losungen fithren kénnen, auch
wenn sie physikalisch nicht sinnvoll sind, was daran liegt, dass die verwendeten Nédherungen
(Kapitel 2) keine Giiltigkeit besitzen! Desweiteren sind bei dicken Scheiben andere Effekte
zu beriicksichtigen, wie zum Beispiel Advektion, vertikale Diffusion, usw. Als weiteren Effekt
schirmt der dicke oder gar sphirische Bereich die dufleren Regionen vor Strahlung aus der
Zentralregion ab, was zwar nicht in dieser, jedoch in folgenden Arbeiten bedeutsam sein kann.
Auch diese Scheiben werden in den dufleren Bereichen wieder diinn. Obwohl diese Losungen
an jedem Radius einzeln berechnet werden und im Rahmen der Ndherungen physikalisch kon-
sistent sind, besteht eine radiale Kopplung iiber die Scheibenmasse, die von 3 abhingt. Mit
Wegfall der Nidherung diinner Scheiben, fillt die 1-Zonen-N&herung fiir das hydrostatische
Gleichgewicht. Dariiberhinaus ist vertikaler Materietransport nicht auszuschlieflen, sowie die
Moglichkeit, dass im Innern freigesetzte Strahlung nicht entweichen kann. Es ist also eher
unwahrscheinlich, dass die Flichendichte davon unbeeinflu3t bleibt, auf jeden Fall fiir o- und
0-Scheiben. Bei reinen [3-Scheiben koppelt die Thermodynamik nicht an die Flichendichte,
so dass dort die Scheibenmasse korrekt aufsummiert werden diirfte. Der wesentlichste Un-
terschied zwischen a- (bzw. d-) Scheiben und S-Scheiben ist die Tatsache, dass bei Ersteren
iiber die Viskositét die Thermodynamik an die Flichendichte koppelt und bei Letzteren nicht.
Uber Gleichungen (3.1) und (3.3) hiingt ¥ an jedem Radius nur von der Viskositit und den
Parametern wie Zentralmasse und Massenakkretion ab. Wihrend die S-Viskositit iiber die
Winkelgeschwindigkeit von der Massenverteilung abhingt (M, und X), kommt in der a- und
damit auch in der §-Parametrisierung mit der Schallgeschwindigkeit die Hydrostatik ins Spiel,
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sowie der Strahlungstransport. Daraus resultiert eine Abhingigkeit der Fliachendichte von der
Opazitit. Daher ist es durchaus wichtig, eine gute Approximation der Opazitit zu wihlen.

Interessant ist sicherlich das Verhalten der Flichendichte im FSG-Fall und, mehr noch,
das der Winkelgeschwindigkeit, welches sofort auf die Rotationskurve der Akkretionsscheibe
fithrt (siehe Duschl et al. [2000]). (3.3) eingesetzt in (3.4) fithrt auf

M
2, 2
52 RV g 40T
mit (3.1) ergibt
3 1?
3 ©nGEX M 40T
8 s 7w
4
5o 320ml7s (4.4)
3GMkK
Nun folgt fiir v (2.77) und (3.1)
3/2 24
Do G (4.5)

KVE
In den Auflenregionen der Scheibe, die hier interessieren, dominiert die Opazitit von Eis, d.h.
Kk oc T? (Tab. 3.1). So geht die Flichendichte

¥ o sT? (4.6)

(2.77) in der Drehimpulserhaltung (3.3) fithrt auf:

und somit
¥ ocs T2 (4.7)

Aus (4.6) und (4.7) folgt:
¥ = const (4.8)

und dabei noch T' < 1/4/s. Fiir 8-Scheiben ergibt sich aus (3.3) unabhingig von der Opazitit:
M 1
— o n23/2 (4.9)

2 F
2rw' fws? T ws?

und damit
Yo 1/s (4.10)
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Das Gravitationspotential und damit die Winkelgeschwindigkeit wird fiir FSG- Scheiben
von der Scheibenmasse dominiert. In der Niherung My = 73s? ist

GryY

S

., sdw S ( GrY GWZ')
w —— +

wds  2w? 52 S
1 GrY's
2 2GnY
IR dlnY
R A 4.11
2 + 2 > M dlns ( )

Fiir die beobachteten Proportionalititen der Flichendichte ergeben sich folgende Abhéngig-
keiten der Winkelgeschwindigkeit, wie sie sich auch im Modell wiederfinden.

B-Viskositit: ¥ =-1 ' =-1 (4.12)
§-Viskositiit: ¥'=0 —w'=-1/2 (4.13)
Interessant ist vor allem das Verhalten einer reinen $-Scheibe. @' = —1 bedeutet nichts ande-

res als vy = const. Betrachtet man die Rotationskurven (Abbildungen 4.21 und 4.22), stellt
man fest, dass sie flach oder gar ansteigend verlaufen. Es dréngt sich zwar der Vergleich
mit den beobachteten galaktischen Rotationskurven auf. Fiir Akkretionsscheiben ist dies si-
cher das Resultat turbulenter Stréomung in Gas-, Staub- oder Eisscheiben. Inwieweit sich das
auf Scheiben aus Sternen und interstellarem diinne Gas {ibertragen lsst, ist eine sicherlich
interessante Frage. (Duschl et al. [2000])

4.0.3 H™-Instabilitét

Wie bereits erwihnt, tritt bei den meisten Scheiben eine Instabilitdt auf, die sich durch
Spriinge in Hohe, Dichte, Temperatur und, sofern die maflgebliche Viskositidt nicht die (-
Viskositét ist, in der Flachendichte. Dieser Sprung hat seine Ursache in einem starken Ab-
fall der Opazitdt um mehrere Groflenordnungen , wenn die H™-Absorption einsetzt. In die-
sem Intervall fillt die Temperatur (immer von inneren Radien nach auflen betrachtet) von
10000 K auf unter 2000 K ab (siehe auch Abb. 3.3.2). Die Hohe kann hierbei um bis zu
drei Groflenordnungen fallen, wihrend die Dichte entsprechend zunimmt. Die Instabilitit
erkennt man an der Zweideutigkeit der Losungen an dieser Stelle (“Hysteresekurve”). Letzt-
endlich miissten korrekterweise zeitabhéingige Rechnungen diese Instabilitit bestétigen. So
greift auch das entsprechende Kriterium (2.91) nicht, da bereits die Annahme in das diinne
Scheibenmodell gesteckt wurde, dass die viskose Heizung gerade durch die Strahlung kompen-
siert wird (QT = Q). Die Anderung der Opazitit um mehrere Gréfenordnungen in einem
nur kleinen (p, T')-Intervall sollte aber eine Instabilitéit nach sich ziehen. Die viskose Stabilitét
ist nachpriifbar. In Abb. 4.0.3 kann man schén das Verhalten der Temperatur auf Anderung
der Flichendichte sehen. Dies ist allerdings nicht nicht die wahre S-Kurve, sondern 7'(%) fiir
alle Radien. Daher sind Mehrfachlésungen zunéchst nur ein Indiz fiir Instabilitdten. So ist
untere Doppeldeutigkeit in der Kurve auf die H™-Instabilitit zuriickzufithren, wobei nach
Bedingung (2.97) hier auch eine viskose Instabilitit vorliegt, und die obere ein Effekt der
Randbedingung. In Regionen mit 07//0% > 0 folgt aus einem kleinem Anstieg/Abfall in der

o4



-0.25 L L i I A A B

-0.50 —

-0.75 —

-1.00 |-

din w/din s

-1.25 —

-1.50

175

-2.00

0.50

0.25

0.00 [

-0.25 —

-0.50 —

din Z/din's

-0.75 —

400 S S S - B

A5 b e S S

-1.50 P
s [rgl

Abbildung 4.19: Die logarithmischen Ableitungen von Fléchendichte und Winkelgeschwindig-
keit als Funktion des Radius fiir M, = 10 Mg, und M = 1 Mg, /yr. Diese dissipationslimitierte
Scheibe wird, sobald H™-Absorption greift, voll selbstgravitierend.
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Abbildung 4.20: Die logarithmischen Ableitungen von Flachendichte und Winkelgeschwindig-
keit als Funktion des Radius fiir M, = 10° My und M = 1 M /yr. Die Scheibe ist bis etwa
1077, B-viskos, danach wird durch den rapiden Temperaturabfall die Schallgeschwindigkeit
kleiner als die Turbulenzgeschwindigkeit /Bvg.
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Abbildung 4.21: Die Rotationskurven fiir M, = 10° M, (-Scheibe) mit M = 1 Mg, /yr. 1087,
entsprechen 10 kpc.
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Abbildung 4.22: Die Rotationskurven fiir M, = 105 Mg, (vor Instabilitéit -, danach J-Scheibe)
mit M = 1 Mg /yr. 10'2r; entsprechen 10 kpc.
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Flichendichte eine geringe Temperaturerhohung/-senkung. Fiir 0T'/0% > 0 jedoch resultiert
eine geringe Anderung von ¥ in groBen Temperaturinderungen. !

Folgendes Scheibenmodell zeigt eine weitere interessante Begebenheit. Der kalte Ast schnei-
det den heiflen, so dass hier eine mehrfache Instabilitit vorzuliegen scheint. Tatsédchlich ist
der Grund hierfiir, dass die thermische Instabilitit genau in den Ubergang von keplerscher
zu voller Selbstgravitation fillt. Wahrend also die Flichendichte sprunghaft anwichst, wird
die Scheibe spontan FSG. So tritt diese besondere Form der Instabilitéit bei verschiedensten
Parameterkombinationen von M, und M auf, jedoch nur bei Scheiben, die zumindest nach der
Instabilitit eine Losung im stofldissipativen Limit haben. Nur ein Sprung in der Flichendichte
fithrt zu so einem rapiden Anstieg der Scheibenmasse.

107- T o T TTrT T TorT T T TorTTTr

TIK]

T ,——,—H .- A i

10° 10* 10° 10° 107
Z[g/cmz]

B N

Abbildung 4.23: Temperatur iiber Flichendichte fir M, = 10 Mg und M = 1.7 Mg /yr.
Die Daten wurden iiber alle Radien aufgenommen. Deutlich ist viskos-thermische Instabilitit
zwischen 10% und 10* K zu sehen. Die Doppeldeutigkeit bei hoheren Temperaturen rithrt von
der Randbedingung her und ist keine Instabilitit, da diese an unterschiedlichen Radien liegen.

'Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Kurven in all den Abbildungen aus zwei verschiedenen
Losungen zusammengesetzt sind (siehe 3.3. Der sogenannte “heifle” Ast verlduft vom Innenrand der Scheibe,
durchlauft den Sprung, wenn H™-Absorption einsetzt, und geht bis nach aulen durch. Der “kalte” Ast, der
von auflen (bei niedrigeren Temperaturen) kommt, springt erst bei kleineren Radien zu héheren Temperaturen,
d.h. zwischen Innenrand und Sprung sind die Lésungen identisch.
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und Temperatur als Funktion des Radius fiir M, = 108 Mg und
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Abbildung 4.25: Flichendichte und Opazitdt als Funktion des Radius fiir M, = 108 M und
M = 1.7 Mg /yr.

60



— . .
heisser Ast
kalter Ast -------

0.00 T o ' R T

din w/din s

-2.00

1.00

— . .
heisser Ast
kalter Ast -------

050 Ll Vo

din Z/din s

-1.00 —

s [rgl

Abbildung 4.26: Die logarithmischen Ableitungen von Fléchendichte und Winkelgeschwindig-
keit als Funktion des Radius fiir M, = 10® Mg und M = 1.7 Mg /yr.
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Abbildung 4.27: Optische Dicke und relative halbe Scheibendicke als Funktion des Radius fiir
M, = 108 My und M = 1.7 Mg /yr. Die Scheibe ist also diinn (h < s) als auch optisch dick.
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Abbildung 4.28: Der Toomre-Parameter fiir Scheiben mit Zentralmasse M, = 10® My und
verschiedenen Akkretionsraten in Einheiten [Mg /yr].

4.0.4 Gravitative Stabilitit

In Abschnitt 2.4.4 wurde die lokale Stabilitit gegeniiber achsensymmetrischen Stérungen
motiviert. Der Toomre-Parameter ist dabei gegeben durch:
KRG

@= TGX

0
mit k% = 4w? + 23w—w
0s

(4.14)

Man kann aus den Abbildungen 4.28 und 4.29 folgende Dinge schlieffen: Nach dem Stabi-
litatskriterium von @ > 1 (2.112) werden alle Scheiben ab einem bestimmten Radius instabil
unter achsensymmetrischen Storungen. Der Vergleich mit Tabelle 4.1 zeigt zunichst keine
Korrelation zwischen Q und den Radien, ab denen die Scheiben KSG bw. FSG werden. Da-
her folgt eine grobe Abschitzung, wann die Scheibe stabil ist: Es ist nach (4.14) Q > 1:

keg > TGY ergibt mit (3.2), P, =0
wh\/w? + dmgp > dmgp (KSG)
ixQ >z+1 mit z = 27Gp/w?

x> 4.83 (4.15)

Die Scheibe ist also stabil, solange die vertikale Selbstgravitation die des Zentralkorpers nicht
um das 4,8fache iiberwiegt! Da der Strahlungsdruck in den meisten Fillen keineswegs zu
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Abbildung 4.29: Der Toomre-Parameter fiir Scheiben mit Zentralmasse M, = 10'° M, und
verschiedenen Akkretionsraten in Einheiten [Mg /yr].
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Abbildung 4.30: Verhéltnis der gravitativen Terme in der Hydrostatischen Gleichung gegen
Q fiir M, = 10! und M, = 10° Mg mit jeweils Akkretionsraten von 1073 und 10~° Mg /yr.

vernachliissigen ist, gilt dieser Zusammenhang nur bedingt. Uber den Strahlungsdruck flieBen
die Opazitit ein und die Temperatur in 4.Potenz. Die Faktoren schwanken dabei zwischen
102 und einigen 10. Jedenfalls tritt die Instabilitit auf, sobald die Scheibe KSG wird, aber
noch bevor volle Selbstgravitation einsetzt. Die einzigsten besprochenen Scheiben, fiir die
P, < Py gilt, sind die mit Zentralmassen von 10 und 10° Mg und Akkretionsraten < 0.01
Mg /yr. Und tatsichlich bestétigen alle diese Scheibenmodelle obige Relation (Abb. 4.30).

4.0.5 Andere o- und S-Werte

Bleibt zu untersuchen, wie sich die Scheibenmodelle verhalten, wenn die beiden Viskositéts-
parameter « und [ variiert werden. Grundsétzlich geben die Parameter die Effizienz der
Viskositéit vor, mit der Materie und Drehimpuls transportiert wird. Geringere Effizienz bei
gleicher vorgegebener Akkretionsrate fithrt dabei zu massereicheren Scheiben, also hoherer
Fldchendichte. Folgende Abbildungen veranschaulichen, dass bei Variation dieser Parameter
keine grundlegend neue Physik passiert, sondern sich die Kurven verschieben. Groéflere Werte
von [ bei gleichem « wiirde die Turbulenzgeschwindigkeit im -Ansatz erh6hen, d.h. sie wiirde
eher noch von der Schallgeschwindigkeit ausgebremst. Bei der Frage, wann Akkretionsscheiben
mit 3-Viskositit funktionieren konnen, spielt dabei das Verhiltnis /3 eine Rolle und nicht
die Absolutwerte. So sind auch Scheiben mit 8 = 10~3 méglich, allerdings immer, wenn ein
relativ leichtes Zentralobjekt von einer massiven Scheibe gespeist wird.
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Abbildung 4.31: Die Flichendichte fiir M, = 10'© My und verschiedene a-Parameter. Die
Scheiben sind alle im stofidissipativen Limit mit Viskositit vs und 6(«).
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Abbildung 4.32: Die Flichendichte fiir M, = 10'° M und verschiedene B-Parameter.

4.0.6 Konsistenz

Die verwendeten physikalischen Gleichungen basieren auf folgenden Annahmen:
1. Die Scheiben sind geometrisch diinn: h/s < 1
2. Die Scheiben sind optisch dick: 7 > 1
3. Advektion spielt keine Rolle: Q,qv/Qvis, rada < 1

4. Stationaritiit, d.h. die physikalischen Griéflen dndern sich auf Zeitskalen, die weit grofier
sind, als die viskose Zeitskala.

Auf Bedingung 1 wurde bereits eingegangen, sie ist fiir die meisten Parameterkombinationen
auch gut erfiillt. Mit der optischen Dicke verhélt es sich wie mit der relativen Hohe. Sie ist fiir
“verniinftige” Parameter weit grofiler Eins. Scheiben um supermassive Schwarze Locher bei
gleichzeitig sehr geringem Massenfluss werden in den dufleren Regionen optisch diinn, wenn
die Temperatur schon im K-Bereich liegt (siehe Abb. 4.33 und 4.14). Die viskose Heizung ist
hier einfach zu ineffektiv.

Advektion spielt in den gerechneten Modellen tatséichlich keine Rolle. Selbst bei der “dicks-
ten” Scheibe um ein Zentralobjekt von M, = 10°> Mg, und der Akkretionsrate von M =100
Mg /yr macht die Advektion erst 3 — 4% aus (Abb. 4.34).

Zu Punkt 4 wird im folgenden Abschnitt eingegangen.
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Abbildung 4.33: Die optische Dicke fiir M, = 10'° M, und M =103 Mg, /yr. Sie ist propor-
tional zur Opazitéit und schwankt dementsprechend. Wegen der inneren Randbedingung gibt
es hier zwei H™-Instabilitdten, da am Innenrand die Temperatur zu niedrig fiir Elektronen-
streuung und gebunden-frei, frei-frei Ubergiinge ist.
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Abbildung 4.34: Das Verhiltnis von Advektion zu viskoser Heizung fir M, = 10> M, und
M = 100 Mg /yr. Die Kiihlung durch Strahlung entspricht genau der Heizung, wie in der
Energieerhaltung vorgegeben.
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4.0.7 Grenzen des Modells

Hiufig kommt das Verfahren an einem gewissen Radius zu keiner konsistenten Losung mehr,
insbesondere bei der Wahl sehr hoher Akkretionsraten. Ein grofler Massenfluss kann nur
durch eine sehr massive Scheibe aufrechterhalten werden. Das Problem tritt auf, wenn der
Gradient der Winkelgeschwindigkeit hierbei so stark anwichst, dass die Drehimpulserhaltung
(3.3) nicht mehr erfiillt wird?2. Geht w' — 0 oder wird positiv, wird die Gleichung unter
der Annahme einer konstanten negativen Akkretionsrate unlésbar. Das Problem ist also die
iuBere Randbedingung, die durch den Massenfluss M vorgegeben ist. Dennoch lassen sich
diese selbstgravitierenden Scheiben rechnen, wie die Existenz einer “kalten” Losung zeigt. Es
ist nicht die Eigenmasse der Scheibe das Problem, sondern der auffallend enge radiale Bereich,
in dem der Ubergang von Keplerscheibe zu voll selbstgravitierender Scheibe geschieht. So war
auch leider die Beschreibung der radialen Selbstgravitation durch analytische Terme, wie

1. die Niherung My = 752, oder

2. der Ansatz % nach Yang and Liu [1990] mit einem (zu definierenden) dufleren Schei-
benrand sy,

nicht von Erfolg gekrént. Wenn also fiir diese Scheiben der Massenflufl iiber den Radius
variiert, miissen diese zeitabhéngig behandelt werden, was jedoch leider iiber den Rahmen
dieser Arbeit hinausgeht. 3

bei den vorgegebenen Randbedingungen

3 Anmerkung: bei der H™-Instabilitiit ist der Ubergang vom einen Lésungsast zum anderen nur iiber ei-
ne unstetige Temperaturdnderung (wie gesehen) oder eine unstetige Anderung der Akkretionsrate (nicht fiir
stationdre Modelle) méglich.
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Kapitel 5

Diskussion und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Stabilitdt und Struktur selbstgravitierender Akkretions-
scheiben um mittel- bis superschwere Schwarze Locher, wie sie in Galaxienzentren vorkommen,
untersucht. Dazu wurde ein neuer Code in C entwickelt, der im numerischen Verfahren das
Gleichungssystem lost. Die Scheiben wurden als geometrisch diinn und optisch dick angenom-
men, was sich fiir weite Parameterbereiche als zuldssig erwies. Die Berechnung des Scheiben-
aufbaus erfolgte in der Einzohnenniherung unter Verwendung einer realistischen Opazitit
fiir Temperaturbereiche von einigen Kelvin bis zu einigen 10 Millionen Grad. Dabei wur-
de mit einer turbulenten [§-Viskositit gerechnet, deren Turbulenzgeschwindigkeit durch die
Schallgeschwindigkeit begrenzt wurde und im Fall nichtselbstgravitierender Bereiche in die
a-Parametrisierung iibergeht. Die Modellparameter bewegten sich zwischen 10° und 10'° M,
des zentralen Schwarzen Lochs und Akkretionsraten von 102 bis 100 Mg, /yr. Zum Vergleich
wurden auch reine a-Scheiben gerechnet. Die Selbstgravitation wurde in vertikaler Richtung
durch die Nidherung einer (unendlich ausgedehnten) diinnen Platte analytisch beriicksichtigt,
in radialer Richtung wurde die Flichendichte numerisch integriert. Der innere Scheibenrand
liegt direkt am letzten stabilen Orbit von drei Schwarzschildradien, wihrend im Prinzip (so
sinnvoll) beliebig weit nach aulen gerechnet werden kann.

Als Ergebnis ist festzustellen, dass [-Akkretionsscheiben in AGN einerseits fast immer
ins stofidissipative Limit (J-Viskositit) geraten, andererseits mit der ihr eigenen effektiven
Viskositdt hohe Akkretionsraten und damit ein ziigiges Wachstum noch leichter zentraler
Schwarzer Locher ermoglichen, so geniigend umgebendes Material (z.B. durch Verschmelzen
junger Galaxien, Merging) vorliegt. Diese speziellen Scheiben werden jedoch in den zentralen
Regionen dick, so dass dort der vorliegende Gleichungssatz zur Beschreibung nicht mehr giiltig
ist, weiter auflen allerdings schon.

Der Code ist leicht ausbaufihig, so sollte an einem realistischeren Ubergang zwischen
den beiden viskosen Parametrisierungen gearbeitet werden, wobei der Ubergang selbst Ur-
sache von Instabilititen sein kénnten. Das mittlere Molekiilgewicht sollte auch differenziert
eingebracht werden.

Es wurde zwischen 10* und 10® K eine (fiir a-Scheiben bekannte) thermisch-viskose
Instabilitit gezeigt, verursacht durch einen steilen Gradienten in der Opazitéit, wenn H™
der dominante Absorber ist. Desweiteren wurde festgestellt, dass alle Scheiben instabil ge-
geniiber achsensymmetrische Stérungen sind, sobald sie stark vertikal selbstgravitierend wer-
den. Zeitabhéingige Rechnungen sollten dies auf mégliche Fragmentation der Scheibe hin un-
tersuchen.
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Fiir sehr hohe Akkretionsraten, was einer massiven Scheibe entspricht konnten teilwei-
se keine konsistenten Losungsabschnitte gefunden werden, nimlich im rapiden Ubergang zu
voller Selbstgravitation. Hier ist die duflere Randbedingung einer konstanten Massenakkre-
tionsrate nicht mehr zuléissig. Dazu ist auch ndher zu untersuchen, wie die Selbstgravitati-
onsterme genauer aussehen und inwieweit die analytischen N&herungen im zeitabhingigen
Modell anwendbar sind.
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